Liquid helium and spin-1/2 cold-atom Fermi gases both exhibit in their superfluid phase two distinct types of excitations, gapless phonons and gapped rotons or fermionic pair-breaking excitations. In the long wavelength limit, revising and extending Landau and Khalatnikov's theory initially developed for helium [ZhETF 19, 637 (1949)], we obtain universal expressions for three-and four-body couplings among these two types of excitations. We calculate the corresponding phonon damping rates at low temperature and compare them to those of a pure phononic origin in high-pressure liquid helium and in strongly interacting Fermi gases, paving the way to experimental observations. PACS numbers: 03.75. Kk, 67.85.Lm, 47.37.+q Introduction -Homogeneous superfluids with shortrange interactions exhibit, at sufficiently low temperature, phononic excitations φ as the only microscopic degrees of freedom. In this universal limit, all superfluids of this type reduce to a weakly interacting phonon gas with a quasilinear dispersion relation, irrespective of the statistics of the underlying particles and of their interaction strength. Phonon damping then only depends on the dispersion relation close to zero wavenumber (namely, its slope and third derivative) and on the phonon nonlinear coupling, deduced solely from the system equation of state through Landau-Khalatnikov quantum hydrodynamics [1].
Introduction -Homogeneous superfluids with shortrange interactions exhibit, at sufficiently low temperature, phononic excitations φ as the only microscopic degrees of freedom. In this universal limit, all superfluids of this type reduce to a weakly interacting phonon gas with a quasilinear dispersion relation, irrespective of the statistics of the underlying particles and of their interaction strength. Phonon damping then only depends on the dispersion relation close to zero wavenumber (namely, its slope and third derivative) and on the phonon nonlinear coupling, deduced solely from the system equation of state through Landau-Khalatnikov quantum hydrodynamics [1] .
In experiments, however, temperatures are not always low enough to make the dynamics purely phononic. Other elementary excitations can enrich the problem, such as spinless bosonic rotons in liquid helium 4 and spinful fermionic BCS-type pair-breaking excitations in spin-1/2 cold-atom Fermi gases. These excitations, denoted here as γ-quasiparticles, exhibit in both cases an energy gap ∆ > 0. Remarkably, as shown by Landau and Khalatnikov [1] , the phonon-roton coupling, and more generally phonon coupling to all gapped excitations as we shall see, depend to leading order in temperature only on a few parameters of the dispersion relation of the γ-quasiparticles, namely the value of the minimum ∆ and its location k 0 in wavenumber space, their derivatives with respect to density, and the effective mass m * close to k = k 0 . We have discovered however that the φ − γ coupling of Ref. [1] is not exact, a fact apparently unnoticed in the literature. Our goal here is to complete the result of Ref. [1] , and to quantitatively obtain phonon damping rates due to the φ − γ coupling as functions of temperature, a nontrivial task in the considered strongly interacting systems. We restrict to the collisionless regime ω q τ γ ≫ 1 and ω q τ φ ≫ 1, where ω q is the angular eigenfrequency of the considered phonon mode of wavevector q, and τ γ (τ φ ) is a typical collision time of thermal γ-quasiparticles (thermal phonons). An extension to the hydrodynamic regime ω q τ γ 1 or ω q τ φ 1 may be obtained from kinetic equations [2] . An experimental test of our results seems nowadays at hand, either in liquid helium 4, extending the recent work of Ref. [3] , or in homogeneous cold Fermi gases, which the breakthrough of flat-bottom traps [4] allows one to prepare [5] and to acoustically excite by spatio-temporally modulated laser-induced optical potentials [6, 7] . Landau-Khalatnikov revisited -We recall the reasoning of Ref. [1] to get the phonon-roton coupling in liquid helium 4, extending it to the phonon-fermionic quasiparticle coupling in unpolarised spin-1/2 Fermi gases. We first treat in first quantisation the case of a single roton or fermionic excitation, considered as a γ-quasiparticle of position r, momentum p and spin s = 0 or s = 1/2. In a homogeneous superfluid of density ρ, its Hamiltonian is given by ǫ(p, ρ), an isotropic function of p such that p → ǫ(p, ρ) is the γ-quasiparticle dispersion relation. In presence of acoustic waves (phonons), the superfluid acquires position-dependent density ρ(r) and velocity v(r). For a phonon wavelength large compared to the γ-quasiparticle coherence length [8] , here its thermal wavelength (2π 2 /m * k B T ) 1/2 [42] , and for a phonon angular frequency small compared to the γ-quasiparticle "internal" energy ∆, we can write the γ-quasiparticle Hamiltonian in the local density approximation [9, 10] :
The last term is a Doppler effect reflecting the energy difference in the lab frame and in the frame moving with the superfluid. For a weak phononic perturbation of the superfluid, we expand the Hamiltonian to second order in density fluctuations δρ(r) = ρ(r) − ρ:
H ≃ ǫ(p, ρ) + ∂ ρ ǫ(p, ρ)δρ(r) + p · v(r) + 1 2 ∂ 2 ρ ǫ(p, ρ)δρ 2 (r) (2) not paying attention yet to the noncommutation of r and p. Phonons are bosonic quasiparticles connected to the expansion of δρ(r) and v(r) on eigenmodes of the quantum-hydrodynamic equations linearised around the homogeneous solution at rest in the quantisation volume V:
with modal amplitudes ρ q = [ ρq/(2mc)] 1/2 and v q = [ c/(2mρq)]
1/2 q, m being the mass of a superfluid particle and c the sound velocity. The annihilation and creation operatorsb q andb † q of a phonon of wavevector q and energy ω q = cq obey usual commutation relations
For an arbitrary number of γ-quasiparticles, we switch to second quantisation and rewrite Eq.(2) aŝ
whereγ kσ andγ † kσ are bosonic (rotons, s = 0, σ = 0) or fermionic (s = 1/2, σ =↑, ↓) annihilation and creation operators of a γ-quasiparticle of wavevector k = p/ in spin component σ, obeying usual commutation or anticommutation relations. The first sum in the right-hand side of Eq.(4) gives the γ-quasiparticle energy in the unperturbed superfluid, with ǫ k ≡ ǫ( k, ρ). The second sum, originating from the Doppler term and the term linear in δρ in Eq.(2), describes absorption or emission of a phonon by a γ-quasiparticle, characterised by the amplitude
where q, k and k ′ are the wavevectors of the incoming phonon and the incoming and outgoing γ-quasiparticles. Eq. (5) is invariant under exchange of k and k ′ . This results from symmetrisation of the various terms, in the form [f (p)e iq·r + e iq·r f (p)]/2 with r and p canonically conjugated operators, ensuring that the correct form of Eq.(2) is hermitian. The third sum in Eq.(4), originating from the terms quadratic in δρ in Eq.(2), describes direct scattering of a phonon on a γ-quasiparticle, with the symmetrised amplitude
where the primed wavevectors are the ones of emerging quasiparticles. It also describes negligible two-phonon absorption and emission. The effective amplitude for φ − γ scattering is obtained by adding the contributions of the direct process (terms ofĤ quadratic inb), and of the absorption-emission or emission-absorption process (terms linear inb) treated to second order in perturbation theory [1] :
where in the second (third) term the γ-quasiparticle first absorbs phonon q (emits phonon q ′ ) then emits phonon q ′ (absorbs phonon q). Up to this point this agrees with Ref. [1] , except that the first derivative ∂ ρ ∆ in Eq.(5), thought to be anomalously small in low-pressure helium, was neglected in Ref. [1] . Eq. (7), issued from a local density approximation, holds to leading order in a lowenergy limit. We then take the T → 0 limit with scaling laws
reflecting the fact that the thermal energy of a phonon is cq ≈ k B T and the effective kinetic energy of a γ-quasiparticle, that admits the expansion
is also ≈ k B T . The coupling amplitudes A 1 and energy denominators in Eq.(7) must be expanded up to relative corrections of order T [43]. On the contrary, it suffices to expand A 2 to leading order T in temperature. We hence get our main result, the effective coupling amplitude of the φ − γ scattering to leading order in temperature:
Here ∆ ′ , k ′ 0 , ∆ ′′ are first and second derivatives of ∆ and k 0 with respect to ρ; u =
qq ′ are cosines of the angles between k, q and q ′ ; our results hold for k 0 = 0 provided the limit k 0 → 0 is taken in Eq. (10) . In Eq.(3.17) of Ref. [1] , the ∆ ′ terms were neglected as said, but the last term in Eq. (10) , with the factor ρk ′ 0 /k 0 , was simply forgotten.
Damping rates -A straightforward application of Eq.(10) is a Fermi-golden-rule calculation of the damping rate Γ scat q of phonons q due to scattering on γ-quasiparticles. The γ-quasiparticles are in thermal equilibrium with Bose or Fermi mean occupation numbers
; mode q is initially excited (e.g. by a sound wave) with an arbitrary number n b,q of phonons. By including both loss q + k → q ′ + k ′ and gain q ′ + k ′ → q + k processes [44] and summing over σ, one finds that
and k ′ = k + q − q ′ . As our low-energy theory only holds for k B T ≪ ∆, the gas of γ-quasiparticles is nondegenerate, andn γ,k ≃ exp(−ǫ k /k B T ) ≪ 1 in Eq. (11) . By taking the T → 0 limit at fixed cq/k B T and setting A eff 2 = ωq ρ f , where the dimensionless quantity f only depends on angle cosines, we obtain the equivalent 
with k ′ = k + q. Low degeneracy of the γ-quasiparticles and energy conservation allow us to writen γ,k −n γ,k ′ ≃ exp(−ǫ k /k B T )/(1 +n b,q ). Energy conservation leads here to a scaling on k different from Eq.(8) as it forces k to be at a nonzero distance from k 0 , even in the lowphonon-energy limit: When q → 0 at fixed k, the Dirac delta in Eq.(13) becomes
and imposes that the group velocity 1 dǫ k dk of the incoming γ-quasiparticle is larger in absolute value than that, c, of the phonons. This condition, reminiscent of Landau's criterion, restricts wavenumber k to a domain D not containing k 0 . In the low-q limit, that is for q much smaller than the k significantly contributing to Eq.(13), but with no constraint on the ratio cq/k B T , we write A 1 in Eq.(5) to leading order q 1/2 in q, and integrate over the direction of k, to obtain
Eq. (16) is an equivalent when T → 0 at fixed cq/k B T ; k * is the element of the border of D ( dǫ k dk | k=k * = η * c, η * = ±) with minimal energy ǫ k (when more than one of such k * exists, one has to sum their contributions). As ǫ k * > ∆, the damping rate due to scattering dominates the one due to absorption-emission in the mathematical limit T → 0 ; we shall see however that this is not always so for typical temperatures in current experiments.
To be complete, we give a low-temperature equivalent of the damping rate of the γ-quasiparticle k due to interaction with thermal phonons. With
, where the factor 2s + 1 is gone (no summation over σ is needed) but I is the same angular integral as in Eq. (12) . Here scattering dominates [46] . Using τ γ ≃ 1/Γ γφ k , we checked that the figures 1 and 2 below are in the collisionless regime ω q τ γ ≫ 1. Similarly, we checked that ω q τ φ ≫ 1 on the figures. Application to helium -Precise measurements of the equation of state (relating ρ to pressure) and of the roton dispersion relation for various pressures were performed in liquid 4 He at low temperature (k B T ≪ mc 2 , ∆). They give access to the parameters k 0 , ∆, their derivatives and m * . The measured sound velocities agree with the thermodynamic relation mc 2 = ρ dµ dρ , where µ is the zerotemperature chemical potential of the liquid. We plot in Fig. 1 the phonon damping rates as functions of temperature, for a fixed angular frequency ω q . At the chosen high pressure, the phonon dispersion relation is concave at low q, therefore the Beliaev-Landau [11] [12] [13] [14] [15] [16] threephonon process φ ↔ φφ is energetically forbidden at low temperature and the Landau-Khalatnikov [1, 6, 16] process φφ ↔ φφ is dominant. Our high yet experimentally accessible [17, 18] value of ω q leads to attenuation lengths 2c/Γ q short enough to be measured in centimetric cells. As visible on Fig. 1 , the damping of sound is in fact dominated by four-phonon Landau-Khalatnikov processes up to a temperature T ≃ 0.6 K. In this regime one would directly observe this phonon-phonon damping mechanism, which would be a premiere. The sound attenuation measurements of Ref. [19] in helium at 23 bars and ω q = 2π × 1.1 GHz are indeed limited to T > 0.8 K where damping is still dominated by the rotons. Application to fermions -In cold-atom Fermi gases, interactions occur in s-wave between opposite-spin atoms. 4 He at pressure P = 20 bar as functions of temperature. Solid line: purely phononic damping Γ φφ due to Landau-Khalatnikov four-phonon processes [1, 6, 16] ; it depends on the curvature parameter γ defined as
Interpolating measurements of P → γ(P ) in Refs. [20, 21] gives γ = −6.9. Dashed black line/dash-dotted black line: damping due to scattering/absorption-emission by rotons, see Eq.(12)/(15). Red dashed line: original formula of Ref. [1] for the damping rate due to phonon-roton scattering. The roton parameters are extracted from their dispersion relation k → ǫ k measured at various pressures [22] : ∆/kB = 7.44K, k0 = 2.05Å Of negligible range, they are characterized by the scattering length a tunable by Feshbach resonance [24] [25] [26] [27] [28] [29] .
Precise measurements of the fermionic excitation parameters k 0 and ∆ were performed at unitarity a −1 = 0 [30] . Due to the unitary-gas scale invariance [31] [32] [33] , k 0 is proportional to the Fermi wavenumber [30] , and ∆ is proportional to the Fermi energy
. This also determines their derivatives with respect to ρ. Similarly, the equation of state measured at T = 0 is simply µ = ξǫ F , where ξ ≃ 0.376 [29] , and the critical temperature is T c ≃ 0.167ǫ F /k B [29] . For the effective mass of the fermionic excitations and their dispersion relation at non vanishing k − k 0 , we must rely on results of a dimensional ǫ = 4 − d expansion, m * /m ≃ 0.56 and
[34]. We also trust Anderson's RPA prediction [35, 36] that the q = 0 third derivative of the phononic dispersion relation is positive [37] . The damping rates of phonons with wavenumber q = mc/2 are plotted in Fig. 2a . The contribution of the three-phonon Landau-Beliaev processes φ ↔ φφ, here energetically allowed, is dominant; it is computed in the quantum- 
In both cases the curvature parameter γ defined in the caption of Fig. 1 is estimated in the RPA [37] . Solid line: phononphonon (a) Beliaev-Landau damping φ ↔ φφ (for γ > 0) as in Eqs.(121,122) of Ref. [16] (independent of |γ|) and (b) LandauKhalatnikov damping φφ ↔ φφ (for γ ≃ −0.30 < 0) [6, 16] . Dashed line/dash-dotted line: scattering/absorption-emission phonon-fermionic quasiparticle processes, as in Eq.(12)/(15). In Eq.(15), we took for ǫ k (a) the form proposed in Ref. [34] (hence ǫ k * /∆ ≃ 1.12) and (b) the BCS form (hence ǫ k * /∆ ≃ 1.14). µ is the T = 0 gas chemical potential, and the plotted quantities are in fact inverse quality factors. Here kBT /mc 2 > 0.03 in contrast to Fig.1 where kBT /mc 2 < 0.01: cold atoms are effectively farther from the T → 0 limit than liquid helium, hence the inversion of the Γ hydrodynamic approximation where it is independent of the aforementioned third derivative.
The phononic excitation branch becomes concave in the BCS limit k F a → 0 − [38] . As visible on Fig. 2b , the phonon-phonon damping (now governed by the LandauKhalatnikov processes mentioned earlier) is much weaker, and dominates the φ − γ damping only at very low temperatures. At commonly reached temperatures T > 0.05ǫ F /k B [39] , the damping is in fact dominated by absorption-emission φ − γ processes which, unlike in liquid helium, prevail over scattering ones because of the smaller value of ǫ k * /∆. Although the associated quality factors ω q /Γ q may seem impressive, the lifetimes Γ −1 q of the modes do not exceed one second in a gas of 6 Li with a typical Fermi temperature T F = 1µK, which is shorter than what was observed in a Bose-Einstein condensate [40] . Our predictions, less quantitative than on Fig. 2a , are based on the BCS approximation for the equation of state and the fermionic excitation dispersion relation
1/2 and on the RPA for the q = 0 third derivative of ω q (whose precise value matters here). A cutting remark on Ref. [41] : even in the BCS approximation to which it is restricted, we disagree with its expression of Γ a-e q . Conclusion -By complementing the local density approximation in Ref. [1] with a systematic low-temperature expansion, we derived the definitive leading order expression of the phonon-roton coupling in liquid helium and we generalized it to the phonon-pair-breaking excitation coupling in Fermi gases. The ever-improving experimental technics in these systems give access to the microscopic parameters determining the coupling and allow for a verification in the near future. Our result also clarifies the regime of temperature and interaction strength in which the purely phononic φφ ↔ φφ LandauKhalatnikov sound damping in a superfluid, unobserved to this day, is dominant.
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Le En réalité, dans les expériences, la température n'est pas toujours suffisamment basse pour qu'on puisse ré-duire la dynamique à celle des phonons, et d'autres excitations élémentaires viennent enrichir le problème. Nous pensons ici aux rotons bosoniques et sans spin dans le cas de l'hélium 4 liquide et aux excitations fermioniques avec spin de type BCS (par brisure des paires de Cooper) dans les gaz atomiques de fermions froids de spin 1/2, excitations que nous appellerons génériquement γ et qui pré-sentent dans les deux cas une bande d'énergie interdite de largeur ∆ > 0. De façon remarquable, comme l'ont montré Landau et Khalatnikov, le couplage des phonons φ aux rotons, et plus généralement à toutes les excitations à bande interdite comme nous le verrons, ne dépend à l'ordre dominant en température que de quelques paramètres de la relation de dispersion de ces dernières, à savoir la valeur du minimum ∆ et sa position k 0 dans l'espace des nombres d'onde k, leurs dérivées par rapport à la densité, ainsi que la masse effective m * des excitations γ au voisinage de k = k 0 . Cependant, nous avons découvert que l'expression du couplage φ−γ donnée dans la référence [1] n'est pas exacte, fait qui semble être passé inaperçu. L'objectif du présent travail est de compléter le résultat de Landau et Khalatnikov, et d'en déduire quantitativement l'amortissement des phonons dû au couplage φ−γ en fonction de la température, ce qui est a priori non trivial dans les systèmes en interaction forte considérés ici. Notre étude est ici restreinte au régime faiblement collisionnel ω q τ γ ≫ 1 et ω q τ φ ≫ 1, où ω q est la pulsation propre du mode de phonon de vecteur d'onde q considéré, et τ γ et τ φ sont les temps de collision typiques respectivement d'une quasi-particule γ thermique et d'un phonon φ thermique. Elle pourrait être directement éten-due au régime hydrodynamique ω q τ γ 1 ou ω q τ φ 1 à l'aide d'équations cinétiques [2] . Une vérification expé-rimentale de nos résultats semble tout à fait à portée de main, soit dans l'hélium 4 liquide, en prolongement des travaux récents de la référence [3] , soit dans les gaz de fermions froids spatialement homogènes que la révolution des pièges à fond plat [4] permet désormais de préparer au laboratoire [5] et d'exciter acoustiquement par une modulation spatio-temporelle de potentiels optiques laser [6, 7] .
Landau-Khalatnikov revisité -Rappelons brièvement l'argumentation de la référence [1] pour obtenir le couplage phonon-roton dans l'hélium 4 liquide ou, par extension de notre fait, le couplage phonon-excitation fermionique dans un gaz non polarisé de fermions de spin 1/2. On traite d'abord en première quantification le cas d'un roton seul ou d'une excitation fermionique seule, considéré(e) comme une quasi-particule γ de position r, de quantité de mouvement p et de spin s = 0 ou s = 1/2. Dans un superfluide homogène de densité ρ, son hamiltonien vaut simplement ǫ(p, ρ), fonction de p invariante par rotation telle que p → ǫ(p, ρ) soit la relation de disper-sion de la quasi-particule γ. En présence d'ondes sonores (c'est-à-dire de phonons), le superfluide acquiert une densité ρ(r) et une vitesse v(r) non nulle qui dépendent de la position. Si la longueur d'onde des phonons est suffisamment grande devant la longueur de cohérence [8] de la quasi-particule γ, ici sa longueur d'onde thermique
, et la pulsation des phonons est suffisamment faible devant son énergie « interne » ∆, on peut utiliser une approximation d'homogénéité locale [9, 10] et prendre comme hamiltonien de la quasiparticule γ :
Le dernier terme est un effet Doppler reflétant la diffé-rence des énergies dans le repère du laboratoire et dans le repère en mouvement avec le superfluide [1] . Pour une faible perturbation phononique du superfluide, on déve-loppe le hamiltonien jusqu'au second ordre en les fluctuations de densité δρ(r) = ρ(r) − ρ :
en oubliant provisoirement la non-commutation de r et p. Les phonons sont les quasi-particules bosoniques associées au développement de δρ(r) et de v(r) sur les modes propres des équations de l'hydrodynamique quantique linéarisées autour de la solution homogène au repos : l'équation (2) sous la forme 
où q et k sont les vecteurs d'onde du phonon et de la quasi-particule γ incidents, et k ′ le vecteur d'onde de la quasi-particule γ émergente. L'écriture invariante par échange de k et k ′ dans l'équation (5) provient de l'écriture symétrisée des différents termes, de la forme [f (p)e iq·r + e iq·r f (p)]/2, qui assure que la forme quantique correcte de l'équation (2), avec r et p opérateurs canoniquement conjugués, est hermitienne. La troisième somme dans l'équation (4), provenant des termes quadratiques en δρ dans l'équation (2), représente la diffusion directe d'un phonon sur une quasi-particule γ, décrite par l'amplitude elle aussi symétrisée
où les vecteurs d'onde primés sont ceux des quasiparticules émergentes. Elle décrit aussi des processus d'absorption et d'émission à deux phonons, négligeables ici. Comme l'avait bien compris la référence [1] , l'amplitude effective de la diffusion φ − γ s'obtient en ajoutant à l'amplitude directe (termes deĤ quadratiques enb) celle des processus d'absorption-émission et d'émission-absorption à un phonon (termes linéaires enb) traités au second ordre de la théorie des perturbations :
où, dans le second (troisième) terme, la quasi-particule γ absorbe un phonon q (émet un phonon q ′ ) avant d'émettre un phonon q ′ (absorber un phonon q). Jusqu'à présent, ceci est en accord avec la théorie de Landau et Khalatnikov, si ce n'est que la dérivée première de ∆ par rapport à ρ dans l'équation (5) a été négligée dans la référence [1] , car on la pensait à l'époque anormalement faible dans l'hélium 4 à pression nulle.
L'expression (7), issue d'une approximation d'homogénéité locale, n'a de sens qu'à l'ordre dominant dans une limite de basse énergie (elle ne vaut aussi que sur la couche d'énergie, c'est-à-dire pour des processus de diffusion conservant l'énergie totale ǫ k + ω q = ǫ k ′ + ω q ′ , avec k ′ = k+q−q ′ , l'hydrodynamique quantique n'étant qu'une théorie effective [16] ). Nous passons donc à la limite T → 0 avec les lois d'échelle
qui reflètent le fait que l'énergie thermique typique d'un phonon est cq ≈ k B T , et que l'énergie cinétique effective
Les amplitudes de couplage A 1 et les dénominateurs d'énergie dans l'équation (7) doivent être développés jusqu'aux corrections relatives d'ordre T , c'est-à-dire jusqu'à l'ordre T 3/2 pour A 1 et T 2 pour les dénominateurs d'énergie, q ′ se déduisant de q, k et q ′ /q ′ par conservation de l'énergie. 4 5 En revanche, il suffit de développer (10) . On vérifie aussi que l'inclusion d'un terme cubique ∝ q 3 dans ωq ou, ce qui est moins évident, d'un terme de gauchissement 
sont les cosinus des angles entre les vecteurs d'onde k, q et q ′ . Dans le résultat (3.17) de la référence [1] , les termes en ∆ ′ ont été négligés, comme nous l'avons dit plus haut, mais le dernier terme entre les accolades inté-rieures dans l'équation (10), contenant le facteur ρk ′ 0 /k 0 , a été carrément oublié. 
2s ] −1 , de même que les phonons dans les modes q ′ autres que q, avec les nombres
−1 ; le mode q contient initialement un nombre arbitraire n b,q de phonons, par exemple sous l'effet de l'excitation par une onde sonore. En incluant la contribution du processus de perte q + k → q ′ + k ′ et du processus inverse de gain q ′ + k ′ → q + k, avec les facteurs d'amplification bosonique associés, on trouve après sommation sur k, q ′ , σ et passage à la limite thermodynamique que 6. Ce résultat (10), et plus généralement nos expressions pour les taux d'amortissement, valent même dans le cas k 0 = 0 (réalisé physiquement dans la limite CBE d'un gaz de fermions), à condition de les prolonger par continuité.
7. Les auteurs de la référence [1] posent directement k = k 0 dans le calcul de A eff 2 (k, q; k ′ , q ′ ), ce qui a priori ne tient pas compte de la loi d'échelle (8) mais ce qui est justifié a posteriori par notre calcul puisque le résultat final (10) ne dépend pas de k à l'ordre considéré. Compte tenu de leur hypothèse ∆ ′ = 0 et de l'approximation quadratique (9), ils peuvent alors poser ∂ρǫ k = 0 dans l'expression de A 1 (k, q; k + q), mais pas ∂ρǫ k+q = 0 puisque |k + q| = k 0 ; c'est pourtant bien ce qu'ils font.
et k ′ = k + q − q ′ . Comme notre théorie de basse éner-gie ne vaut qu'à k B T ≪ ∆, le gaz de quasi-particules γ est non dégénéré etn γ,k ≃ exp(−ǫ k /k B T ) ≪ 1 au numérateur de l'équation (11) . En prenant la limite T → 0 à cq/k B T fixé et en posant A eff 2 = ωq ρ f , où la quantité sans dimension f dépend seulement des cosinus des angles, nous obtenons l'équivalent
Le caractère non dégénéré des quasi-particules γ noté plus haut, joint à la conservation de l'énergie, permet d'écriren γ,k −n γ,k ′ ≃ exp(−ǫ k /k B T )/(1 +n b,q ). Cependant, la conservation de l'énergie conduit ici à une loi d'échelle sur k différente de celle de l'équation (8) car elle contraint le nombre d'onde k à être sur un flanc de la relation de dispersion des quasiparticules γ, à une distance non nulle de k 0 même dans la limite de basse énergie des phonons : lorsque q → 0 à k fixé, le Dirac dans l'équation (13) devient
8. Nous avons utilisé la relation bien connue sur la loi de Bose ou de Fermi, 1 + (−1) 2sn = e ǫ/k B Tn , ainsi que la conservation de l'énergie, pour transformer la différence entre les facteurs de gain et de perte incluant les effets de statistique quantique. ], avec α =
Ceci impose à la vitesse de groupe 1 dǫ k dk de la quasiparticule γ incidente d'être supérieure en valeur absolue à celle c des phonons, ce qui n'est pas sans rappeler le critère de Landau et restreint les nombres d'onde k à une partie D de R + ne contenant pas k 0 . Dans la limite de faible q, c'est-à-dire pour q beaucoup plus petit que les k contribuant significativement à l'équation (13), mais sans rien supposer sur le rapport cq/k B T , nous écrivons A 1 dans l'équation (5) à l'ordre dominant q 1/2 en q et obtenons, après intégration sur la direction de k, l'expression suivante
dont nous avons donné en seconde ligne un équivalent lorsque
énergie ǫ k minimale (dans le cas dégénéré où il existe plusieurs tels k * , il faut sommer leurs contributions). Comme ǫ k * > ∆, le taux d'amortissement par diffusion l'emporte sur le taux par absorption-émission dans la limite mathéma-tique T → 0 ; nous verrons cependant qu'aux tempé-ratures expérimentalement accessibles, ce n'est pas toujours le cas.
Pour être complets, nous donnons aussi un équivalent à basse température du taux d'amortissement des quasiparticules γ de vecteur d'onde k par les phonons à l'équi-libre thermique, avec k − k 0 = O(T 1/2 ) comme dans l'équation (8) :
où le facteur 2s+1 n'apparaît plus (il ne faut plus sommer sur σ) mais où I est la même intégrale angulaire que dans l'équation (12) . Cet équivalent est imposé bien entendu par les processus de diffusion : en dessous d'une certaine température, k est assez proche de k 0 et les processus d'émission k ↔ q + k ′ sont interdits par la conservation de l'énergie, ceux d'absorption k + q ↔ k ′ ne conservent l'énergie que pour 10 q ≥ q * ≃ 2m * c/ et sont donc écra-sés par un facteur e − ωq * /kB T . L'expression (17) permet de vérifier que les figures 1 et 2 à venir sont bien dans le régime faiblement collisionnel ω q τ γ ≫ 1. En effet, à basse température, la densité des quasi-particules γ est O(e −∆/kB T ), les interactions entre elles deviennent négli-geables, et leur temps de collision thermique se réduit à τ γ ≃ 1/Γ γφ k . De même, nous avons vérifié que ω q τ φ ≫ 1 sur les figures. 
, γ = −6, 9 par interpolation des mesures de P → γ(P ) des références [20, 21] . Tireté noir/tireté-pointillé : amortissement dû aux processus phonon-roton de diffusion/absorption-émission, voir l'équa-tion (12)/(15). Tireté rouge : formule originelle de la référence [1] pour le taux d'amortissement par diffusion phonon-roton. Les différents paramètres des rotons sont déduits des mesures de leur relation de dispersion k → ǫ k à différentes pressions [22] : ∆/kB = 7, 44K, k0 = 2, 05Å −1 , m * /m = 0, 11, ρk Application à l'hélium -Dans l'hélium 4 liquide à très basse température (k B T ≪ mc 2 , ∆), des mesures précises de l'équation d'état (liant ρ à la pression) et de la relation de dispersion des rotons à différentes pressions ont été effectuées. Ceci permet d'accéder aux paramètres k 0 , ∆ et leurs dérivés, ainsi qu'à m * . La vitesse du son mesurée est en excellent accord avec la relation thermodynamique mc 2 = ρ dµ dρ , où µ est le potentiel chimique du liquide à température nulle. Ceci nous permet de représenter les taux d'amortissement des phonons en fonction de la température, pour une valeur fixée de la pulsation ω q , voir la figure 1. À la valeur élevée de la pression choisie, la relation de dispersion des phonons est concave à faible q, ce qui à basse température rend énergétiquement interdit le processus d'amortissement à trois phonons φ ↔ φφ de Beliaev-Landau [11] [12] [13] [14] [15] [16] et rend dominant celui à quatre phonons φφ ↔ φφ de Landau-Khalatnikov [1, 6, 16] . La valeur élevée de la pulsation ω q choisie, accessible expé-rimentalement [17, 18] , conduit à des taux d'amortissement Γ q pas trop faibles, donc à des longueurs d'atté- [6, 16] . Tireté/tireté-pointillé : processus phonon-quasiparticule fermionique de diffusion/absorption-émission, selon l'équation (12)/(15). Dans l'équation (15), on a pris pour ǫ k (a) la forme proposée par la référence [34] 14) . µ est le potentiel chimique du gaz à T = 0, et les quantités représentées sont en fait l'inverse des facteurs de qualité des modes. Ici kBT /mc 2 > 0, 03 contrairement à la figure 1, sur laquelle kBT /mc 2 < 0, 01 : les atomes froids sont en réalité plus loin de la limite T → 0 que l'hélium liquide, d'où l'inversion de la hiérarchie entre
nuation du son 2c/Γ q assez courtes pour être mesurées dans des cellules centimétriques. Comme on le voit sur la figure 1, l'amortissement du son est en fait dominé par les processus à quatre phonons jusqu'à une température de T ≃ 0, 6 K ; travailler à d'aussi basses températures permettrait d'observer pour la première fois l'amortissement de Landau-Khalatnikov des phonons par les phonons. Les mesures d'atténuation du son de la référence [19] dans l'hélium à 23 bars, à une pulsation plus faible ω q = 2π × 1, 1 GHz, sont en effet limitées à T > 0, 8 K, où l'amortissement est encore dominé par les rotons.
Application aux fermions -Dans les gaz d'atomes froids fermioniques, les interactions ont lieu seulement dans l'onde s, entre particules de spin opposé. De portée négli-geable, elles sont caractérisées par la longueur de diffusion a, ajustable par résonance de Feshbach [24] [25] [26] [27] [28] [29] .
Des mesures précises des paramètres k 0 et ∆ des excitations fermioniques ont été effectuées à la limite unitaire a −1 = 0 [30] . L'invariance d'échelle du gaz unitaire [31] [32] [33] [34]. Nous devons aussi faire confiance à la RPA d'Anderson [35, 36] lorsqu'elle prédit, à la limite unitaire, une dérivée troisième de la relation de dispersion phononique positive en q = 0 [37] . Les taux d'amortissement correspondants des phonons de nombre d'onde q = mc/2 sont représentés en fonction de la température sur la figure 2a. La contribution dominante est celle des processus à trois phonons φ ↔ φφ de Beliaev-Landau, ici énergétiquement autorisés ; elle est calculée dans l'approximation de l'hydrodynamique quantique, où elle est indépendante de la valeur de la dérivée troisième.
Dans la limite de BCS k F a → 0 − , la branche d'excitation phononique devient concave [38] . Comme on le voit sur la figure 2b, l'amortissement phonon-phonon, qui est maintenant celui de Landau-Khalatnikov mentionné plus haut, est beaucoup plus faible et l'emporte sur l'amortissement φ − γ seulement à très basse température. Aux températures usuelles T > 0, 05ǫ F /k B [39] , l'amortissement est dominé par les processus φ − γ d'absorption-émission qui, contrairement au cas de l'hé-lium liquide, l'emportent sur les processus φ − γ de diffusion à cause d'une plus faible valeur de ǫ k * /∆ ; bien que les facteurs de qualité correspondants ω q /Γ q restent impressionnants, les durées de vie Γ −1 q des modes sont au plus de l'ordre de la seconde dans un gaz de 6 Li de température de Fermi typique T F = 1µK, donc n'excèdent pas celles déjà observées dans un condensat de bosons [40] . Nos prédictions sont cependant moins quantitatives que sur la figure 2a, car elles s'appuient sur la théo-rie approchée de BCS, aussi bien pour l'équation d'état que pour la relation de dispersion des excitations fermio-
1/2 , 11 et toujours sur la RPA pour la dérivée troisième de ω q en q = 0, dont la valeur précise importe ici. Ceci nous permet d'écorner au passage la référence [41] : même dans l'approximation de BCS, sur laquelle elle s'appuie, son expression de Γ a-e q est en désaccord avec la nôtre. Conclusion -En suppléant l'approximation d'homogé-néité locale de la référence [1] par un développement systématique à basse température, nous avons obtenu ce qui devrait être, à l'ordre dominant, l'expression définitive du couplage phonon-roton dans l'hélium liquide ou, par gé-néralisation de notre fait, du couplage phonon-excitation par brisure de paire dans les gaz fermioniques. Les progrès expérimentaux incessants dans ces systèmes donnent désormais accès aux paramètres microscopiques gouvernant ce couplage et en rendent envisageable une vérifica-tion à court terme. Notre résultat permet aussi de préci-ser dans quel régime de température et de force des interactions l'amortissement purement phononique φφ ↔ φφ de Landau-Khalatnikov du son dans un superfluide, non observé à ce jour, serait le processus dominant. Remerciements -Ce projet a reçu le soutien de la FWO et du programme Horizon 2020 pour la recherche et l'innovation de l'Union Européenne à travers la convention de subvention Marie Skłodowska-Curie No. 665501.
